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Resumen
En este trabajo se estima la función de supervivencia bajo dependencia mediante el estimador cópula-gráﬁco
propuesto por [2]. Se hace un estudio de simulación para tiempos de falla Weibull con dos modos de falla
y diferentes porcentajes de censura, donde se compara la función de supervivencia mediante el estimador
cópula-gráﬁco con la estimación de la supervivencia, asumiendo independencia entre dos modos de falla. Se
muestra una aplicación de un estudio realizado en el Centro de Investigación Piscícola de la Universidad
de Córdoba-CINPIC, en el cual se quiere analizar la mortalidad de juveniles de bocachico sometidos a
diferentes niveles de salinidad, que constituyen los modos de falla o causas de muerte (10 ppm y más de
12 ppm). Se encontró que asumiendo independencia en los modos de falla la función de supervivencia
subestima la verdadera supervivencia, que es estimada de manera conﬁable con el estimador copula gráﬁco,
ya que sí tiene en cuenta la dependencia entre los modos de falla.
Palabras clave: estimador cópula gráﬁco, censura, función de superviencia.
Abstract
In this paper, it is estimated the role of survival under dependence using the copula-graphic estimator
proposed by [2]. A simulation study is carried out for Weibull failure times, with two failure modes and
different percentages of censorship, where the survival function is compared through the copula-graphic
estimator, with the survival estimation assuming independence from two failure modes. It is shown a study
application carried out in the Fishing Research Center of the University of Cordoba-CINPIC (Colombia), in
aEscuela de Estadística, Universidad Nacional de Colombia, Sede Medellín, Colombia.
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which the mortality of juvenile ﬁsh subjected to different levels of salinity is wanted to be analyzed, and
what constitutes the failure modes or causes of death (10 ppm and 12 ppm). It was found that assuming
independence in the failure modes the survival function, underestimates the true survival rate, which is
estimated in a reliable manner with the estimator copula graphic, in which the dependency between the
failure modes is taken into account.
Key words: Censored, Estimator Copula-Graphic, Survival Function.
1. Introducción
Los estimadores para el análisis de supervivencia
requieren de independencia entre los modos de falla,
lo que en riesgos competitivos hace referencia a cen-
suras aleatorias independientes, a diferencia de los
estimadores que utilizan funciones cópula, los cuales
son consistentes en presencia de riesgos competitivos
dependientes. Las funciones cópula bidimensionales
son funciones bivariadas que unen o, bien, “copulan”
dos funciones de distribución univariadas para cons-
truir funciones de distribución bivariadas continuas.
La cópula representa una forma paramétrica con-
veniente para modelar la estructura de dependencia
en distribuciones conjuntas de variables aleatorias,
en particular para parejas de variables aleatorias. Es-
te concepto de cópula permite construir modelos
diferentes a los conocidos en el análisis de depen-
dencia entre variables estocásticas. La metodología
de cópula es capaz de capturar relaciones no lineales
y, en particular, permite relacionar eventos extremos
que ocurren en la naturaleza. En el caso no paramé-
trico, la distribución conjunta para un problema con
múltiples modos de falla no puede ser completamen-
te identiﬁcada en la situación usual cuando solo se
conocen los tiempos mínimos de falla, [3]. Incluso
en el caso paramétrico, los datos pueden contener
poca información sobre el coeﬁciente de asociación
entre las variables, y resulta necesario hacer algunos
supuestos al respecto [4]. Para el caso no paramé-
trico el estimador cópula gráﬁco de [2] resuelve el
problema bajo el supuesto del conocimiento de la
forma funcional de la cópula, que proporciona la es-
tructura de asociación entre los riesgos competitivos.
Es de anotar que bajo independencia el problema de
identiﬁcabilidad no existe.
En este trabajo se estima la función de conﬁabili-
dad bajo dependencia mediante el estimador cópula
gráﬁco propuesto por [2]. Se hace un estudio de si-
mulación para tiempos de falla Weibull a diferentes
porcentajes de censura y se compara el estimador có-
pula gráﬁco que permite incorporar la dependencia
entre los modos de falla, con el que considera inde-
pendencia (Kaplan Meier) entre los modos de falla
en un estudio realizado en Acuicultura en el cual se
quiere analizar la mortalidad de juveniles de boca-
chico sometidos a diferentes niveles de salinidad (10
ppm y más de 12 ppm).
En virtud de tal consideración, no existen estudios
que evaluen el desempeño de esta especie en aguas
salobres en ninguna etapa de su vida; sin embargo,
es frecuente el uso de soluciones salinas para tra-
tar algunas epizootias relacionadas con hongos; el
procedimiento consiste en preparar solución salina
con NaCl e introducir los peces a un rápido baño
en ella. La mayoría de las veces estos tratamientos
se aplican sin conocer la tolerancia de la especie
a las concentraciones de salinidad y el tiempo de
exposición. Por lo que el desconocimiento de las
concentraciones salinas que pueden soportar los ju-
veniles de bocachico podrían estar impidiendo que
se apliquen tratamientos proﬁlácticos más efectivos
para prevenir patologías, o, por el contrario, se esté
deteriorando su salud con dicho tratamiento y, en
algunos casos, ocasionando la muerte del pez.
2. Riesgos competitivos
El tiempo de falla de un sistema con dos modos de
falla puede ser modelado como un sistema en serie
o un modelo de riesgos competitivos. Cada unidad
tiene un tiempo potencial de falla asociado a cada
modo de falla. El tiempo de falla observado es el
mínimo de esos tiempos potenciales individuales.
Por ejemplo, para un sistema con dos modos de fa-
lla, sean X y Y los respectivos tiempos potenciales,
entonces el tiempo de falla observado es:
T = mín(X , Y ) (1)
De esta manera, en la práctica solo se observa el
mínimo entre X y Y, pero se conoce cuál es el modo
de falla. Así los datos son parejas de la forma (T, δ ) ,
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donde: T = mín(X , Y ) y δ es una variable discreta
que representa el modo de falla, que toma valores de
0 cuando se presenta una censura a derecha, 1 cuando
falla debido al primer modo de falla, y 2 cuando
falla debido al segundo modo de falla. Para estudiar
este modelo de riesgos competitivos, es necesario
presentar algunas funciones básicas.
Función de subdistribución
Para un evento de tipo i (i = 1, 2) , la función de sub-
distribución es deﬁnida como la probabilidad con-
junta:
Gi (t) = P(T ≤ t, δ = i) (2)
En otras palabras, la función de subdistribución
es la probabilidad de que un evento de tipo i ocurra
hasta el tiempo t. La función de distribución conjunta
es la probabilidad de que un evento de cualquier tipo
ocurra hasta el tiempo t, , es decir, es igual a la suma
de las funciones de subdistribución para todos los
tipos de eventos, así:
F (t) = P(T ≤ t) =
2
∑
i=1
P(T ≤ t, δ = i) =
2
∑
i=1
Gi (t)
(3)
Nótese que cuando hay riesgos competitivos la
función de distribución total se encuentra en el inter-
valo [0,1] . En contraste, en presencia de los riesgos
competitivos la función de subdistribución solo toma
valores hasta P(δ = i), debido a que
lı´m
t→∞Gi (t) = P(δ = i) (4)
Función de supervivencia
Es la probabilidad de que un evento de tipo i no
ocurra hasta el tiempo t , es decir, se deﬁne como la
probabilidad de que un evento de tipo i no haya sido
observado hasta el tiempo t:
G¯i (t) = P(T > t, δ = i) (5)
Función de subdensidad
La función de subdensidad para el modo de falla i y
T continuo se deﬁne como:
gi (t) =
dGi (t)
dt
=−dG¯i (t)
dt
(6)
2.1. Riesgos en competencia con censura
aleatoria a derecha
En riesgos competitivos, el resultado observado
comprende T , el tiempo de falla, y δ , el tipo de
causa o modo de falla. T es una variable aleatoria
continua positiva, y δ puede tomar un número ﬁjo
pequeño de valores i= 1,2, . . . , p. La distribución de
probabilidad es bivariada con δ discreta y T continua.
Se asume que a cada falla puede asignarse una y solo
una causa del conjunto de p causas.
2.2. Estimador bajo independencia para la
función de supervivencia
Una estructura en serie con s componentes fun-
ciona, si y solo si, todas las componentes funcionan.
Para un sistema en serie con dos componentes inde-
pendientes en serie, la función de distribución es
F(t) = P(T ≤ t)
= 1−P(T > t)
= 1−P(X > t,Y > t)
= 1−P(X > t)P(Y > t)
= 1− [1−F1(t)][1−F2(t)]
= F1(t)+F2(t)−F1(t)F2(t)
Así;
F(t) = F1(t)+F2(t)−F1(t)F2(t) (7)
donde (X , Y ) son los tiempos de vida asociados
a las dos componentes y Fi, i = 1, 2 son, respectiva-
mente, las funciones de distribución para las com-
ponentes, y T = mı´n(X , Y ) es el tiempo de falla
observado del sistema.
La función de conﬁabilidad S(t) = 1−F(t) para
el caso de independencia es:
S(t) = P(T > t) = P(X > t, Y > t)
= S1(t)S2(t)
(8)
donde Si(t), i = 1,2 son las funciones de conﬁabili-
dad para las dos componentes. Para un sistema con
dos componentes en serie y tiempos de falla depen-
dientes
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F(t) = P(T ≤ t) = 1−P(T > t)
= 1−P(X > t, Y > t) (9)
En este caso, la evaluación debe hacerse con respec-
to a la distribución conjunta de X y Y , que incluyen
los parámetros de dependencia. La función de con-
ﬁabilidad para este caso es:
S(t) = P(T > t) = P(X > t, Y > t) (10)
Para modos de falla en competencia, con depen-
dencia positiva se sabe que, [5],
S(t) = P(X > t,Y > t)≥ P(X > t)P(Y > t)
= S∗(t) = S1(t)S2(t)
(11)
donde S∗(t) es la función de supervivencia asumien-
do independencia. Por lo tanto S∗(t) es pesimista en
relación con S(t), esto es para un mismo tiempo t,
la probabilidad de supervivencia bajo el supuesto
de independencia está siempre por debajo de la pro-
babilidad conjunta que incluye la dependencia. El
estimador de S∗(t) se denotará Ŝ∗(t), que es un esti-
mador de la conﬁabilidad del tiempo mínimo de falla
de un sistema con dos modos de falla que compiten.
Este se obtiene como el producto de las funciones de
conﬁabilidad estimadas bajo una distribución espe-
cíﬁca, donde para cada función marginal se estiman
los parámetros, considerando los tiempos del otro
modo de falla como tiempos de censura, así:
Ŝ∗ (t) = Ŝ1 (t) Ŝ2 (t) (12)
donde Ŝ1 (t) y Ŝ2 (t) se supone son las funciones de
conﬁabilidad marginales estimadas para cada modo
de falla.
2.3. Cópulas
Los modelos cópula son clases de distribuciones
de supervivencia bivariada, especiﬁcada en términos
de las funciones de supervivencia marginal y una
función cópula, que es una función de distribución
continua bivariada sobre el cuadrado unitario [0,1]
con marginales uniformes. Una característica de la
clase cópula es que la determinación de las margina-
les a través de la cópula ayuda a modelar y entender
eﬁcazmente la estructura de dependencia, [6]. En
el contexto de riesgos competitivos es posible es-
peciﬁcar la distribución de supervivencia conjunta
en términos de dos distribuciones de supervivencia
marginal y una cópula que permite relacionar la de-
pendencia entre las variables aleatorias individuales
que corresponden a cada riesgo de falla [6]. Luego,
sea la cópula de supervivencia Cα con α ∈ R para
dos variables aleatorias X y Y , donde α representa el
parámetro de dependencia entre las dos variables. Si
(X , Y ) proviene de una cópula para algún α, enton-
ces la función de supervivencia conjunta de (X , Y )
está dada por
S(t) =Cα [S1(t), S2(t)] (13)
Teorema 1 (Teorema de Sklar). Sean X , Y variables
aleatorias con función de distribución conjunta F,
con marginales F1 y F2, respectivamente. Entonces
existe una cópula C que satisface
F(x, y) =C[F1(t),F2(t)] (14)
para toda y1, y2 ∈ R. Si F1 y F2 son continuas, en-
tonces C es única. Inversamente, si C es una cópula,
y F1, F2 son funciones de distribución, entonces F
deﬁnida en la ecuación (14) es una función de distri-
bución conjunta con marginales F1 y F2.
El teorema establece que, en el contexto de parejas
de variables aleatorias continuas, es posible construir
una función de distribución bivariada en términos de
dos funciones de distribución continuas univariadas
y una cópula que permite relaciones de dependencia
entre dos variables aleatorias individuales. Una de-
mostración del Teorema de Sklar puede encontrarse
en [7].
2.4. Familias cópula
2.4.1. Cópulas arquimedianas
Una distribución bivariada perteneciente a la fa-
milia de modelos cópulas arquimedianas tiene la
representación
Cα(u,v) = φ−1α [φα(u)+φα(v)] , 0 ≤ u, v ≤ 1
donde φα es convexa y decreciente tal que φα ≥ 0,
φα(1)= 0. A la función φα se le denomina generador
de la cópula Cα , y la inversa del generador φ−1α es la
transformada de Laplace de una variable latente, la
cual induce la dependencia α. Así, la selección de
un generador resulta en varias familias cópulas.
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2.4.2. Cópula Gama
La cópula gamma, que se utiliza en este trabajo,
tiene la siguiente forma:
C(u, v) = u+ v−1+ [(1−u)1−α+
(1− v)1−α −1] 11−α ,
con α > 1 donde u y v son funciones de distribución
marginal para los tiempos de falla X y Y . α es el
parámetro de dependencia de la cópula, el cual mide
el grado de asociación entre los tiempos de falla [2],
mostraron que el estimador cópula gráﬁco es robusto
a la selección de la cópula, es decir, se puede tomar
cualquier cópula de la familia arquimediana. Se usa
la cópula por su fácil programación. La cópula gama
permite variables con rango (0,∞) como es el caso
de la distribución Weibull, que es de amplio uso en
conﬁabilidad o sobrevivencia.
2.4.3. Familia Gumbel
La función de conﬁabilidad bivariada pertenecien-
te a la familia Gumbel (1960) tiene la forma
Cα (u,v) = exp
{
−
[
(−lnu)1/α +(−lnv)1/α
]α}
(15)
donde 0 < α < 1. Aquí φ−1α (s) = exp(−sα) es la
transformada de Laplace de una distribución estable
positiva. Valores pequeños de α producen alta corre-
lación y T1 y T2 son independientes cuando α → 1.
3. Bioecología del Bocachico (Prochilodus
magdalenae)
El bocachico (Prochilodus magdalenae) es un pez
cuyo hábitat está restringido a las aguas dulces, [8];
desarrolla su ciclo biológico tanto en las ciénagas
o planos inundables, donde se alimenta y crece. No
existen reportes de distribución de esta especie en
hábitats diferentes a los cuerpos de aguas dulces,
aguas continentales, como, por ejemplo, estuarios,
ciénagas costeras y marismas, entre otras.
La mayoría de los peces solo toleran salinidades
similares a aquellas en las que residen. Sin embargo,
hay algunas especies capaces de sobrevivir en un am-
plio rango de salinidades; se denominan eurihalinas,
y los movimientos que realizan a zonas de distintas
salinidades están asociados, a menudo, con su ciclo
vital. Existen dos tipos de especies eurihalinas: las
que toleran y se adaptan a ﬂuctuaciones rápidas de la
salinidad externa, y las que realizan migraciones en
algún período de su ciclo vital entre medios dulcea-
cuícolas y marinos. Las primeras viven es estuarios,
salinas y zonas litorales y pueden experimentar cam-
bios desde agua de mar a agua dulce en el tiempo
de un ciclo mareal. El segundo grupo lo conforman
las especies que requieren de cambios ﬁsiológicos a
largo plazo (e irreversibles) cuando realizan migra-
ciones desde distintas salinidades ambientales (los
salmónidos, por ejemplo) [9].
Las especies de agua dulce pueden tener cierto be-
neﬁcio en su punto isosmótico, pero por encima de
esta concentración, el crecimiento máximo descien-
de bruscamente. Salinidades del 15 ppm pueden ser
letales por razones osmóticas e iónicas. Los peces
pueden regular sus iones plasmáticos de tal forma
que la concentración osmótica interna de sus ﬂuidos
(entre 300 y 400 mOsm/Kg) sea equivalente al 10 o
12 ppm de salinidad, dependiendo de la tolerancia,
capacidad de regulación y salinidad ambiental [10].
3.1. Reproducción en peces
La cría de peces de agua dulce poslarvas en agua
ligeramente salinizadas tiene algunos beneﬁcios, co-
mo la reducción de las enfermedades de la intole-
rancia a la salinidad y la posibilidad de utilizar los
alimentos marinos vivos como Artemia sp; [11]. Es-
te alimento tiene una alta calidad nutricional [12] y
la tecnología de cultivo ya está disponible, [11]. La
supervivencia en agua ligeramente salinizadas se ex-
tiende, lo que aumenta en los peces de alimentación,
y reduce los problemas de mala calidad del agua cau-
sada por la muerte de Artemia sp. y descomposición
[13]. Otra ventaja está relacionada directamente con
la osmorregulación de los peces. Agua salinizadas
reduce el gradiente osmótico y, en consecuencia, re-
duce el consumo de energía y promueve el aumento
del crecimiento [1]. Para peces de agua dulce, el gra-
diente osmótico bajo representa una reducción de
aproximadamente 20% a 40% en la tasa metabólica,
debido a menor metabolismo y menor consumo de
energía para producir orina abundante en agua dulce
[1].
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4. Generación de los tiempos de falla Weibull
bivariado con diferentes porcentajes decen-
sura
Para simular los tiempos de falla Weibull biva-
riados se usó el algoritmo cópula compuesta de
Gumbel-Hougaard, [15]. La función de superviven-
cia conjunta de la Weibull bivariada utilizada es
[14].
S(x,y) = exp
⎧⎪⎨
⎪⎩−
⎡
⎣( x
θ1
) β1
1−λ
+
(
y
θ2
) β2
1−λ
⎤
⎦1−λ
⎫⎪⎬
⎪⎭ (16)
donde T1 > 0 y T2 > 0 son tiempos de falla Weibull;
β1 > 0 y β2 > 0 son los parámetros de forma; θ1 > 0
y θ2 > 0 son los parámetros de escala asociados a
X y Y , respectivamente; 0≤ λ ≤ 1 es el parámetro
de dependencia entre X y Y . Cuando el parámetro
de dependencia λ entre los tiempos de falla Weibull
es 0, entonces hay independencia entre X y Y . A
medida que λ aumenta, la dependencia entre X y Y
aumenta.
Los casos de tiempos de falla Weibull que se estu-
diaron diﬁeren de acuerdo con la forma de la función
hazard de los tiempos de falla. Se estudiaron 4 casos,
los valores de los parámetros de escala θi serán de
1, ya que la forma de la función hazard de tiempos
de falla Weibull depende del parámetro de forma βi.
Los casos estudiados fueron:
Tiempos de falla con parámetros de forma βi
diferentes. Modo de falla con tasa de falla de-
creciente vs. Modo de falla con tasa de falla
creciente: β1 = 0,5 y β2 = 2.
Tiempos de falla con parámetros de forma βi
diferentes. Modo de falla con tasa de falla de-
creciente vs. Modo de falla con tasa de falla
constante: β1 = 0,5 y β2 = 1.
Tiempos de falla con parámetros de forma βi
iguales. Modo de falla con tasa de falla de-
creciente vs. Modo de falla con tasa de falla
decreciente: β1 = 0,5 y β2 = 0,5.
Tiempos de falla con parámetros de forma βi
diferentes. Modo de falla con tasa de falla cre-
ciente vs. Modo de falla con tasa de falla cons-
tante: β1 = 2 y β2 = 1.
Asociados a los 4 casos de tiempos de falla Wei-
bull mostrados anteriormente, tenemos 3 situaciones
diferentes con respecto al parámetro de dependen-
cia λ entre tiempos de falla Weibull, se tomaron los
siguientes valores: λ = 0,25, 0,50, 0,75.
Se estima la función de supervivencia, asumiendo
independencia entre los modos de falla con el estima-
dor Ŝ∗(t) y bajo dependencia, asumiendo un modelo
cópula con el estimador Ŝ (t)Copula.
El esquema que se utilizó para las estimaciones es
el siguiente:
Se generan muestras de tamaño n = 100 de
tiempos bivariados Weibull.
En cada una de las muestras de tiempos biva-
riados obtenidas se toma el tiempo mínimo y
se etiqueta cada uno de estos tiempos con 1 ó
2, para indicar si ese tiempo proviene de los
tiempos del modo de falla 1, o si ese tiempo
proviene de los tiempos del modo de falla 2.
Teniendo los modos de falla se introdujo el
porcentaje de censura, colocando 0 de manera
aleatoria en los tiempos de falla; una censura
quiere decir que no se presentó el evento de
interés por ninguno de los dos modos de falla.
Se estiman los parámetros asociados a las distri-
buciones de los tiempos de falla de cada modo
de falla, con estos se estiman las funciones de
supervivencia del tiempo mínimo de falla pa-
ra cada uno de los casos de interés, mediante
Ŝ∗(t).
Se estiman las distribuciones marginales aso-
ciadas a cada modo de falla mediante la aplica-
ción del algoritmo cópula gráﬁco, y con estas
funciones de distribución marginales se obtiene
Ŝ (t)Copula.
Se comparan puntualmente los dos estimadores,
calculando la eﬁciencia relativa (ERp) del estimador
bajo independencia con relación al cópula gráﬁco en
los percentiles p = 0,05, 0,25, 0,50, 0,75, 0,95, con
la siguiente ecuación:
ERp =
ECM
(
Ŝ
(
tp
)
Copula
)
ECM
(
Ŝ∗(tp)
) = E
[(
Ŝ
(
tp
)
Copula −S
(
tp
))2]
E
[(
Ŝ∗(tp)−S
(
tp
))2]
donde ECM
(
Ŝ (tp)Copula
)
y ECM
(
Ŝ∗(tp)
)
son los
errores cuadrático medio que estiman la dispersión
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de las diferencias entre la función de superviven-
cia verdadera y los estimadores Ŝ (tp)Copula y Ŝ
∗ (tp)
respectivamente.
Si ERp < 1, entonces ECM
(
Ŝ∗(tp)
)
>
ECM
(
Ŝ (tp)Copula
)
, lo cual indicará que Ŝ∗(tp)
es menos eﬁciente frente a Ŝ (tp)Copula para la
estimación de la función de supervivencia verdadera
en tp.
5. Resultados de la simulación
En las tablas 1 a 4 se muestran los calculos de la
eﬁciencia relativa ERp del estimador Ŝ∗(tp) con rela-
ción a Ŝ (tp)Copula en los percentiles p = 0,05, 0,25,
0,50, 0,75 y 0,95, con diferentes porcentajes de cen-
sura ( 25%, 50% y 75%) y teniendo en cuenta la
dependencia entre los dos modos de falla (0,25, 0,50
y 0,75). En estas tablas no se observa algún patron
deﬁnido en los resultados de la eﬁciencia relativa a
medida que la dependencia aumenta. Se observa que
el estimador Ŝ (tp)Copula es mejor que Ŝ
∗(tp) al mo-
mento de estimar S (tp) en todos los casos estudiados
para una distribución Weibull, puesto que siempre
la ERp es menor que 1, lo cual nos asegura que la
dispersión del estimador Ŝ (tp)Copula comparado con
S (tp) siempre es menor que la dispersión de estima-
dor Ŝ∗(tp) con relación a S (tp).
Tabla 1. Eﬁciencia relativa de Ŝ∗
(
tp
)
respecto a
Ŝ
(
tp
)
Copula para tiempos de falla Weibull con paráme-
tros β1 = 0,5; β2 = 2 y θ1 = θ2 = 1.
Censura del 25%
λ p = 0,05 p = 0,25 p = 0,50 p = 0,75 p = 0,95
0,25 0,8012 0,2057 0,7524 0,8118 0,9133
0,50 0,4403 0,1717 0,2430 0,7801 0,0604
0,75 0,6120 0,1742 0,2474 0,4068 0,8578
Censura del 50%
0,25 0,9363 0,2333 0,8329 0,5191 0,2081
0,50 0,5184 0,2569 0,2160 0,3077 0,1253
0,75 0,4000 0,3631 0,1041 0,5405 0,1502
Censura del 75%
0,25 0,3430 0,2155 0,1737 0,6509 0,1052
0,50 0,4036 0,4629 0,2152 0,7027 0,6721
0,75 0,6318 0,4175 0,2247 0,1591 0,7229
En la tabla 1 se muestra la eﬁciencia rela-
tiva (ERp) del estimador Ŝ∗(tp) con relación a
Ŝ (tp)Copula en los percentiles p = 0,05, 0,25, 0,50,
0,75 y 0,95, para el caso de una Weibull con pará-
metros β1 = 0,5; β2 = 2 y θ1 = θ2 = 1, dependencia
λ = 0,25, 0,50, 0,75 y porcentajes de censura de
25%, 50% y 75%; en esta se observa que en to-
dos los casos la eﬁciencia relativa es menor que 1,
es decir, el estimador Ŝ∗(tp) es menos eﬁciente que
Ŝ (tp)Copula para estimar S(tp).
Tabla 2. Eﬁciencia relativa de Ŝ∗
(
tp
)
respecto a
Ŝ
(
tp
)
Copula para tiempos de falla Weibull con paráme-
tros β1 = 0,5; β2 = 1 y θ1 = θ2 = 1.
Censura del 25%
λ p = 0,05 p = 0,25 p = 0,50 p = 0,75 p = 0,95
0,25 0,7072 0,4557 0,4703 0,8178 0,7061
0,50 0,7362 0,3484 0,1067 0,2165 0,6922
0,75 0,6458 0,2582 0,3663 0,6947 0,9057
Censura del 50%
0,25 0,2459 0,6689 0,8985 0,5829 0,1360
0,50 0,5069 0,2582 0,5381 0,0341 0,1356
0,75 0,9153 0,2310 0,1549 0,2674 0,0374
Censura del 75%
0,25 0,3308 0,5901 0,4403 0,5879 0,4340
0,50 0,4167 0,4606 0,2789 0,7298 0,3224
0,75 0,4748 0,6169 0,2627 0,5739 0,0879
En la tabla 2 se muestra la eﬁciencia rela-
tiva (ERp) del estimador Ŝ∗(tp) con relación a
Ŝ (tp)Copula en los percentiles p = 0,05, 0,25, 0,50,
0,75 y 0,95, para el caso de una Weibull con pará-
metros β1 = 0,5; β2 = 1 y θ1 = θ2 = 1, dependencia
λ = 0,25, 0,50, 0,75 y porcentajes de censura de
25%, 50% y 75%; en esta se observa que en todos
los casos la eﬁciencia relativa es menor que 1, por
lo tanto, el estimador Ŝ∗(tp) es menos eﬁciente que
Ŝ (tp)Copula para estimar S(tp).
Tabla 3. Eﬁciencia relativa de Ŝ∗
(
tp
)
respecto a
Ŝ
(
tp
)
Copula para tiempos de falla Weibull con paráme-
tros β1 = 0,5; β2 = 0,5 y θ1 = θ2 = 1.
Censura del 25%
λ p = 0,05 p = 0,25 p = 0,50 p = 0,75 p = 0,95
0,25 0,1108 0,8874 0,9254 0,9975 0,1243
0,50 0,2370 0,2476 0,1365 0,2067 0,7529
0,75 0,2709 0,7958 0,5383 0,9870 0,7982
Censura del 50%
0,25 0,4453 0,4231 0,3518 0,2176 0,3460
0,50 0,5570 0,8049 0,3601 0,1375 0,1300
0,75 0,8273 0,4662 0,9897 0,3651 0,2366
Censura del 75%
0,25 0,5863 0,4303 0,8918 0,7565 0,9502
0,50 0,6289 0,3936 0,5741 0,2887 0,1294
0,75 0,3192 0,6107 0,1459 0,2866 0,3988
En la tabla 3 se muestra la eﬁciencia rela-
tiva (ERp) del estimador Ŝ∗(tp) con relación a
Ŝ (tp)Copula en los percentiles p = 0,05, 0,25, 0,50,
0,75 y 0,95, para el caso de una Weibull con
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parámetros β1 = 0,5; β2 = 0,5 y θ1 = θ2 = 1, de-
pendencia λ = 0,25, 0,50, 0,75 y porcentajes de cen-
sura de 25%, 50% y 75%; en esta se observa que
en todos los casos la eﬁciencia relativa es menor que
1, así podemos concluir que el estimador Ŝ∗(tp) es
menos eﬁciente que Ŝ (tp)Copula para estimar S(tp).
Tabla 4. Eﬁciencia relativa de Ŝ∗
(
tp
)
respecto a
Ŝ
(
tp
)
Copula para tiempos de falla Weibull con paráme-
tros β1 = 2; β2 = 1 y θ1 = θ2 = 1.
Censura del 25%
λ p = 0,05 p = 0,25 p = 0,50 p = 0,75 p = 0,95
0,25 0,7374 0,5210 0,8784 0,7888 0,9274
0,50 0,6349 0,2124 0,2205 0,1206 0,4220
0,75 0,6982 0,2082 0,3705 0,5648 0,4080
Censura del 50%
0,25 0,9323 0,4843 0,4379 0,2695 0,1075
0,50 0,5809 0,4196 0,2092 0,6254 0,2291
0,75 0,7218 0,3630 0,4356 0,6772 0,1013
Censura del 75%
0,25 0,4501 0,8062 0,6961 0,5104 0,3723
0,50 0,5558 0,4495 0,2483 0,6709 0,6577
0,75 0,6598 0,4542 0,8463 0,6797 0,3745
En la tabla 4 se muestra la eﬁciencia rela-
tiva (ERp) del estimador Ŝ∗(tp) con relación a
Ŝ (tp)Copula en los percentiles p = 0,05, 0,25, 0,50,
0,75 y 0,95, para el caso de una Weibull con pará-
metros β1 = 2; β2 = 1 y θ1 = θ2 = 1, dependencia
λ = 0,25, 0,50, 0,75 y porcentajes de censura de
25%, 50% y 75%; en esta se observa que en todos
los casos la eﬁciencia relativa es menor que 1, así
podemos concluir que el estimador Ŝ∗(tp) es menos
eﬁciente que Ŝ (tp)Copula para estimar S(tp).
Es importante destacar que, tomando como refe-
rencia los porcentajes de censura, a medida que estos
aumentan, el número de casos donde la eﬁciencia
relativa está cercana a uno disminuye notablemente,
es decir, en el 25% hay 12 casos donde la eﬁciencia
es cercana a uno, en el 50% se presentan 9 casos y
en el 75% existen solo cuatro casos.
6. Aplicación
Para la realización del experimento se utilizaron
juveniles de bocachico (Prochilodus magdalenae)
provenientes de reproducción artiﬁcial con aproxi-
madamente 30 días de edad y longitud entre 3 y 4
cm. Las unidades experimentales fueron acuarios de
vidrio de 10 litros de volumen útil, dotados de airea-
ción permanente. Los alevinos fueron sembrados a
razón de un individuo por litro y previamente se man-
tuvieron en un tanque de 500 litros durante 24 horas
para adaptarlos a las condiciones de temperatura.
Los juveniles de bocachico fueron sometidos a
diferentes niveles de salinidad: 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12
y 14 ppm. Para obtener estas salinidades se preparó
una solución salina patrón de 20 ppm de NaCl. A
partir de esta solución patrón, mediante diluciones
se obtuvieron las demás salinidades agregando gra-
dualmente a cada unidad experimental la cantidad de
solución salina patrón hasta completar el volumen
y la salinidad deseada. Al ﬁnal, las diferentes salini-
dades fueron veriﬁcadas mediante un refractómetro.
El ensayo tuvo una duración de 24 horas y se hizo el
seguimiento a cada una de las unidades experimenta-
les al ﬁnal de cada hora y contabilizando el número
de alevinos muertos. Previamente, se realizaron tres
ensayos para determinar los niveles de salinidad que
se tomarían como referencia, teniendo en cuenta que
los peces presentan de 8 a 9 ppm de sal en la sangre y
que la descompensación del sistema osmorregulador
del pez ocurre en estos niveles; por tanto, se tomó
como primer modo de falla 10 ppm de salinidad y
como segundo modo de falla de 12 a 14 ppm. Se es-
timaron las funciones de supervivencia mediante dos
estimadores: en el primero se asumió independencia
entre los dos modos de falla, y en el segundo se tuvo
en cuenta la dependencia existente entre estos dos
modos de falla (cópula-gráﬁco).
7. Resultados
Se estimaron las funciones de supervivencia me-
diante dos estimadores; en el primero se asumió in-
dependencia entre los dos modos de falla, y en el
segundo se tuvo en cuenta la dependencia existente
entre estos dos modos de falla, así como las funcio-
nes de distribución marginal asociadas a cada modo
(causa de muerte).
Baldisserotto (2002) ha encontrado que existe en
peces de agua dulce una dependencia cuando son
sometidos a ambientes salobres, lo cual inﬂuye en el
gradiente osmótico del pez, aproximadamente hasta
el 40% en la tasa metabólica. Además, se asume un
10% en variables ambientales del experimento, las
cuales también afectan la supervivencia del animal;
por tal razón, en este trabajo asumimos una depen-
dencia de 50% entre los juveniles sometidos a un
nivel de salinidad de 10 ppm y los sometidos a sali-
nidad entre 12 y 14 ppm. Por ende, el parámetro de
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dependencia con el cual se realizó la estimación de
la función de supervivencia con el estimador cópula
gráﬁco es de λ = 0,5.
Figura 1. Curvas de supervivencia conjunta con los dos
métodos
En la ﬁgura 1 se muestran los gráﬁcos con las esti-
maciones de las funciones de supervivencia con los
dos casos, asumiendo independencia entre los nive-
les de salinidad y teniendo en cuenta la dependencia
entre estos niveles.
Las dos curvas de supervivencia son parecidas,
solo después de la hora 6 la curva de supervivencia
estimada mediante el cópula gráﬁco está por enci-
ma de la supervivencia estimada con independencia;
hasta la hora 6 las estimaciones son las mismas. La
mayoría de los alevinos, hasta la hora 5, ya habían
muerto, a esa hora tienen una probabilidad de sobre-
vivir de 20%.
En las ﬁguras 2 y 3 se estiman las funciones de
distribución marginal asociadas a cada modo de falla
con los dos métodos. Para el modo de falla 1 las dos
curvas diﬁeren en algunos periodos de tiempo; una
prueba formal para probar si las curvas son diferentes
es la prueba de logrank, que nos arroja que las curvas
no son diferentes. Pero en relación con lo probado
por [16], donde bajo verdadera dependencia entre
los modos de falla y si se asume independencia entre
dos modos de falla, lo que se estima realmente no
son marginales, como lo demostraron ellos mediante
simulación estadística para datos Weibull bivariados.
Con el nivel de salinidad de 10 ppm, a la hora
5 de inspección la probabilidad de muerte de los
alevinos es de 18%, y a la inspección en la hora 6
la probabilidad es de 50%. Con el segundo nivel
de salinidad, de 12 a 14 ppm (modo de falla dos),
Figura 2. Funciones de distribución para el nivel de
salinidad 10 ppm con los dos métodos
Figura 3. Funciones de distribución para el nivel de
salinidad 12 a 14 ppm con los dos métodos
los alevinos murieron muy rápido: a la hora 6 la
probabilidad estimada de muerte fue de 80%; en la
primera hora ya había muerto el 40% de los alevinos.
8. Conclusiones
Las curvas de supervivencia con el estimador có-
pula gráﬁco y con el estimador independencia son
estadísticamente iguales debido a que casi todos los
alevinos murieron a causa de un modo de falla (12 a
14 ppm).
Para estimar las distribuciones marginales asocia-
das a los modos de falla no es recomendable trabajar
con el supuesto de independencia cuando estos mo-
dos de falla son realmente dependientes, como lo
probaron mediante simulación para datos Weibull
bivariados [16] y lo reaﬁrmamos en este estudio me-
diante una aplicación con datos reales.
Se reaﬁrma lo encontrado por [16], donde proba-
ron que el estimador cópula gráﬁco estima mejor
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la supervivencia conjunta con dos modos de falla
dependientes. En este caso no tuvieron en cuenta los
porcentajes de censura.
El nivel de salinidad adecuado para la eﬁciencia
en el manejo de la alimentación y de las enferme-
dades es de 10 ppm, con un tiempo aproximado de
exposición de 4 horas.
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